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Resumo

O objetivo principal da Teoria do Caos é explicar o funcionamento de sistemas
complexos e dinamicos. Os matematicos desejam prever o que pensamos ser 0 acaso
e demonstrar que, na realidade, esse é um fendmeno que pode ser representado por
equacgoes. Os calculos envolvendo a Teoria do Caos sao utilizados para descrever e en-
tender fendmenos meteoroldgicos, crescimento de populagdes, variacdes no mercado
financeiro, movimentos de placas tectonicas, entre outros. O presente artigo procura
também registrar a relacdo e a aplicagdo da Matematica, por meio de alguns de seus
conceitos, na Teoria do Caos. A Matematica é fundamental no desenvolvimento de cal-
culos que comprovam tal Teoria. Nesse sentido, apresentar-se-ao algumas sugestoes de
atividades didaticas e relato de aplicagdes que envolvem a Teoria do Caos como ele-
mento motivador da aprendizagem matematica e também como fonte de promoc¢ao do
conhecimento dessa ciéncia, sendo este ultimo o principal objetivo. Portanto, a relagao
entre essas duas areas da ciéncia procura auxiliar na constru¢do e na organizacao dos
aspectos cognitivos, com o objetivo de aprimorar os processos de ensino e aprendiza-
gem da Matematica. Assim sendo, busca investir também na aproximacgao dos principais
sujeitos envolvidos: o professor e o aluno.

Palavras-chave: Teoria do Caos. Ensino e aprendizagem de Matematica. Sistemas
dinamicos complexos. Nao-lineariedade.

Abstract

Explaining how dynamical and complex systems work is the main objective of
Chaos Theory. Mathematicians try to predict what we think chance is and prove that it
is actually a phenomenon that can be represented by equations. Calculations involving
Chaos Theory are used to describe and understand meteorological phenomena, popula-
tion growth, variations in financial market, and plate tectonics, among other things. This
article seeks to register the relation between Chaos Theory and Applied Mathematics,
using some of its concepts. Mathematics is essential to develop equations that prove the
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aforementioned theory. For this reason, this article will present suggestions of didactic
activities and a report of applications involving Chaos Theory as a motivational element
in the process of Mathematics learning and as a way of promoting this science, which
is our main objective. Thus, the relation between these two branches of science helps in
constructing and organizing cognitive aspects with a view to develop teaching and lear-
ning processes in Mathematics. Such relation also turns to approaching two of the main
subjects involved in these processes: teacher and student.

Keywords: Chaos Theory. Mathematics teaching and learning. Complex dynamical
systems. Nonlinearity.

1 Introdugao

E notdria a importancia que se da, cada vez com maior frequéncia, para a obten-
¢do de conhecimentos que nos deem o dominio das situacdes. Esse conhecimento tem
se tornado cada vez mais possivel, principalmente nas ultimas quatro décadas, quando,
a partir dos estudos de um meteorologista norte-americano chamado Edward Lorenz,
conseguiu-se fazer algo até entdo inusitado. Segundo Gleick (1990), utilizando equagdes
qgue envolviam apenas trés varidveis - temperatura, pressao atmosférica e velocidade
dos ventos —, Lorenz tornou possivel fazer previsdes do tempo.

Desde entdo, a Teoria do Caos, que outrora era aplicada somente para que hou-
vesse entendimento dos mecanismos que dao origem as tempestades, torrentes e
outros fendmenos meteoroldgicos (PRIGOGINE, 2002), tem vindo dar explicagdes nos
campos da Matematica, da Fisica, da Biologia, da Medicina, das Ciéncias Sociais, da Eco-
nomia, da Astronomia, entre outros. Consequentemente, as relacdes sociais, econdomi-
cas, politicas e financeiras tornaram-se mais compreensiveis, valorizando-se com énfase
a tomada de conhecimento dessas informacgbes em virtude da necessidade e do desejo
gue ha em poder compreender e até mesmo prever fatos que podem vir a acontecer.

Fator decisivo para essa mudanca foi a percepcdo e a aceitacao de que o Caos ja
nao é apenas uma teoria cientifica de alto grau de complexidade e dificil compreensao.
Tem se tornado a chave capaz de explicar fendmenos até entao considerados inexplica-
veis e, por isso, sem interesse cientifico. O motivo para tanto torna-se claro por meio das
palavras de Gleick (1990, p. 3): “Onde estd o Caos, a ciéncia classica para”.

O Caos torna questionaveis as nossas maiores certezas e suscita novas indaga-
cOes acerca de nossa propria realidade.

A sociedade moderna é obcecada pela previsao, pelo controle e pela manipu-
lacdo de tudo o que a cerca. Porém, os sistemas cadticos e nao lineares presentes na
natureza, na sociedade e em nossas proprias vidas estdo muito além de permitir que se
faga qualquer previsao, manipulagao ou que se obtenha controle.

Os sistemas caodticos encontram-se muito distantes de nossas tentativas de do-
minio, pois uma pequenina mudanca no inicio de um evento pode trazer consequéncias
enormes e absolutamente desconhecidas no futuro, o que é metaforicamente explicado
pelo chamado “Efeito Borboleta”, e, por isso, tais eventos seriam praticamente imprevi-
siveis — cadticos, portanto.
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A Teoria do Caos é uma das leis mais importantes do Universo, presente na essén-
cia de quase tudo o que nos cerca. Parece assustador, mas é sé observar atentamente os
fendmenos mais casuais da vida para notar que essa ideia faz muito sentido.

Observe o exemplo de Silva e Silva (2010, p. 1):

Imagine que, no passado, vocé tenha perdido o vestibular na faculdade de
seus sonhos porque um prego furou o pneu do 6nibus. Desconsolado, vocé
entra em outra universidade. Entdo, as pessoas com quem vocé vai conviver
serdo outras, seus amigos vao mudar, os amores serdo diferentes, seus filhos
e netos podem ser outros...

No final, sua vida se alterou por completo, e tudo por causa de um prego no inicio
dessa sequéncia de eventos.

Com o tempo, cientistas concluiram que essa imprevisibilidade aparecia em qua-
se tudo, do ritmo dos batimentos cardiacos as cotacdes da Bolsa de Valores. Na década
de 1970, o matematico polonés Benoit Mandelbrot (1983) deu um novo impulso a teoria
ao notar que as equacdes de Lorenz batiam com as que ele préprio havia feito quando
desenvolveu os Fractais, figuras geradas a partir de férmulas que retratam matemati-
camente a geometria da natureza, como o relevo do solo ou as ramificacdes de nossas
veias e artérias.

A juncao do experimento de Lorenz com a matematica de Mandelbrot indica que
o Caos parece estar na esséncia de tudo, moldando o Universo.

Pesquisas recentes mostraram algo ainda mais surpreendente: equacgdes idén-
ticas aparecem em fenOmenos cadticos que ndao tém relagdes uns com os outros. Isso
significa que pode haver uma estranha ordem por tras de toda a imprevisibilidade. S6 a
continuagao das experimentagdes pode resolver o mistério.

E de extrema importancia que se tenha bem claro que o Caos n3o é desordem,
mas sim imprevisibilidade, que busca no aparente acaso uma ordem que é determinada
por leis precisas. O sistema cadtico nao é aleatdrio nem desordenado, pois existe uma
ordem e um padrdo no sistema como um todo. E o que chamamos de Caos determinis-
tico, porque hd uma equacdo que define o seu comportamento. Por meio da Teoria do
Caos, podemos ver ordem e padrdao onde so se observavam aleatoriedades e irregulari-
dades. Ha sempre uma ordem escondida no Caos.

Uma parte muito importante da Teoria do Caos encontra-se na geometria fractal.
O termo fractal, que, segundo Barbosa (2005, p. 11), foi criado por Benoit Mandelbrot,
designa um objeto geométrico que nunca perde sua estrutura. Significa, acima de tudo,
semelhanca.

O estudo dos Fractais estd ligado a Teoria do Caos, que busca padrdes organiza-
dos de comportamento dentro de um sistema aparentemente aleatdrio.

Conforme Siqueira (2010), na mitologia grega, Caos era o estado ndo organizado,
ou o nada, de onde todas as coisas surgiam. Mas ndo era apenas 0 mero vacuo, mas o
estado de escuridao e nebulosidade infinita.

Hoje em dia - com o desenvolvimento da matematica e da ciéncia -, a Teoria do
Caos surgiu para compreender as flutuagdes erraticas e irregulares da natureza, residuos
da formacao primordial vindas do grande ovo de Caos. Sistemas de comportamento caoé-
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tico sdo encontrados em muitos campos da ciéncia e da engenharia e sdo estudados, pois,
muitas vezes, sao encontrados padrdes que mostram uma estrutura ordenada no sistema.

A ciéncia dos Fractais, tida como a linguagem do Caos, apresenta estruturas geo-
métricas de grande complexidade e de beleza infinita, ligadas as formas da natureza e ao
desenvolvimento da vida e a prépria compreensdo do universo. Sdo imagens de objetos
abstratos que possuem carater de onipresenca por terem as caracteristicas do todo infi-
nitamente multiplicadas dentro de cada parte.

Apesar das inumeras aplica¢gdes e utilidades, os Fractais ainda tém um longo
caminho pela frente. Faltam muitas ferramentas, e varios problemas continuam sem
solugdo. Uma teoria completa e unificada é necessaria, e a pesquisa prossegue nesse
sentido.

Os Fractais, dentro de sua proporcao e escala, repetem-se em si mesmos, carac-
teristica denominada como autossimilaridade. Eles revolucionaram a geragao e a repro-
ducao de imagens. As estruturas fragmentadas, infinitamente belas e complexas dessa
geometria fornecem certa ordem no Caos. Por isso, as vezes é considerada como a sua
linguagem, que busca padrdes dentro de um sistema aparentemente aleatério.

Conforme Gleick (1990, p. 95): "A mente ndo pode visualizar toda a capacidade
infinita que a complexidade tem de auto-embutir-se. Mas para alguém que pense como
um gedmetra sobre a forma, esse tipo de repeticao da estrutura em escalas cada vez
menores pode abrir todo um mundo".

Se formos falar em valores estéticos, a nova matematica da geometria fractal pos
a ciéncia exata em harmonia com o sentimento caracteristico moderno da natureza nao
domesticada, nao civilizada, nao domada.

Mesmo causando um impacto inicial quando pronunciada, ou por desconheci-
mento, ou por parecer nao se associar-se a Matematica, a Teoria do Caos chama atengao
por possuir uma importancia historica intensa. Além disso, ela é conhecida em quase
todo o planeta em virtude da relacdo intima com a lingua materna, e as matematicas®.

Devido as consideracdes anteriores, percebe-se a necessidade de descobrir, des-
mistificar e difundir essa ciéncia, tdo importante para a compreensao de muitos fené-
menos.

Para Prigogine (2002, p. 8, grifo do autor):

[...] a formulacao tradicional das leis da natureza contrapunha as leis funda-
mentais atemporais as descricdes fenomenoldgicas, que incluem a seta do
tempo. A reconsideracdo do Caos leva também a uma nova ocorréncia, a uma
ciéncia que nao fala apenas de leis, mas também de eventos, a qual ndo estd
condenada a negar o surgimento do novo, que comportaria uma recusa da sua
prépria atividade criadora.

Justifica-se a pesquisa no tocante a reunido de elementos e compilagao de dados
e fatos para promover o conhecimento e entendimento da Teoria do Caos, assim como
introduzir algumas técnicas matematicas utilizadas como instrumento na sua aplicagao.
A evolugcao dos conhecimentos matematicos esta associada a propria evolucao

3Segundo D'Ambrdsio o termo “as matematicas” refere-se ao modo de usar os ramos da Matematica de acordo com a
realidade local. Tem relagdo com o aparecimento de novas idéias na Matematica, fora do curriculo - mas que tem relagdo intima
com a disciplina - causando discussdo sobre sua teorizagdo, seja na sua formalizagdo através da pratica (Etnomatematica), ou
sua pratica reflexiva.
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do ser humano, na concepcgao de individuo e de sociedade. Tendo dominado o mundo
fisico, o homem conheceu o poder da “Rainha das Ciéncias” (GARBI, 2006, p. 7), tanto
na forma concreta como na forma abstrata. O grande desafio enfrentado, hoje, é como
simpatizar com essa “Rainha das Ciéncias” e aprender Matematica no mundo globaliza-
do em que vivemos. A esse respeito, Brousseau (2007, p. 15) registra:

Sempre nos perguntamos quais sdo os conhecimentos matemadticos ‘neces-
sarios’ para a educacgdo e a sociedade e como levar a cabo essa difusdo. Sao
abundantes os textos sobre a finalidade da matematica, e eles explicam a ne-
cessidade de, em uma sociedade, cada cidaddo dispor de uma cultura mate-
matica suficiente e, ao mesmo tempo, contar com uma quantidade adequada
de técnicos e cientistas para enfrentar os desafios do futuro — quando, ao que
tudo indica, a matematica vird a desempenhar um papel importante nisso.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 2002) para o En-
sino Médio, aprender Matematica de forma contextualizada, integrada e relacionada a
outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de competéncias e habilidades que
sao essencialmente formadoras. Isso ocorre porque instrumentalizam e estruturam o
pensamento do aluno, capacitando-o para compreender e interpretar situagdes, para
se apropriar de linguagens especificas, argumentar, analisar e validar, tirar conclusdes pro-
prias, tomar decisdes, generalizar e para muitas outras acdes necessarias a sua formacao.

Colocar em pratica todos os objetivos propostos pelos PCNs (BRASIL, 2000; 2002)
e as concepgoes didaticas de que dispomos nao é tarefa facil em se tratando da reali-
dade educacional. Passamos atualmente por problemas estruturais e pedagogicos de
ordem social, cultural e politica.

Em tal sentido, percebendo a necessidade de uma nova abordagem do ensino da
Matematica, é necessdria a introducao de diferentes metodologias e situa¢des didaticas
nessa area da ciéncia, com a finalidade de gerar aprendizagem.

Cabe também ressaltar a grande possibilidade de utilizar os conhecimentos refe-
rentes a Teoria do Caos como ferramenta de ensino nas salas de aula. Pode, ao mesmo
tempo, ser um elemento motivador no processo de ensino e aprendizagem dos conheci-
mentos matematicos em estudo e, ainda, aproximar a Matematica da Historia.

Sendo assim, o objetivo é apoderar-se de tao ricos e interessantes saberes mate-
maticos que sdo desvendados e explicados por meio da Teoria do Caos.

E fascinante poder compreender questdes vistas, até entdo, como inexplicaveis
ou irrelevantes, e conseguir analisar esses “problemas” sob um novo angulo. Pode-se,
assim, evitar contradi¢cdes do passado, pois nos referimos a uma Ciéncia que nao trata
de questdes simplificadas, idealizadas, mas que nos coloca diante da complexidade do
mundo real, indo contra a leitura deterministica das leis da natureza.

Deseja-se, por meio do presente artigo, conhecer a Teoria do Caos e analisar seus
possiveis encadeamentos com a Matematica, para se ter a compreensao da importan-
cia, passada e atual, dessa ciéncia. Sua aplicagao pode ocorrer tanto no nivel fundamen-
tal como também no nivel médio, modelando a interdisciplinaridade e valorizando o
ensino e a aprendizagem.
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2 A Teoria do Caos e seu Conceito

Quando os gregos queriam se referir a um vazio abissal, usavam a palavra chdos.
Entretanto, o Caos nem sempre nos remete a fatos ruins. No sentido de pura desordem,
realmente, pouco se pode dizer a seu favor. Porém o que o matematico James Yorke es-
tava querendo dizer quando se utilizou desse termo em 1975 era desordem ordenada,
ou seja, um padrdo de organizacao existente por tras da aparente casualidade.

Sobre isso, afirma Lorenz (1996, p. 15, grifo do autor):

[...] ‘Caos’ — uma palavra antiga que originalmente enunciava uma falta total
de forma ou arranjo sistematico, mas atualmente utilizada para sugerir a au-
séncia de alguma forma de ordem que deveria estar presente. Apesar de sua
idade, esta palavra familiar ndo esta préoxima de seu leito de morte e, recente-
mente, superou muitas outras palavras comuns ao adquirir varios significados
técnicos relacionados, porém distintos.

A “Teoria do Caos” — estudo da desordem organizada — entrou em vigor somente
nos anos 1980, mas suas sementes estao sendo lancadas desde 1960, quando o mete-
orologista do Instituto de Tecnologia de Massachusetts - MIT - Edward Lorenz desenvol-
veu modelos computacionais dos padrdes do tempo. Como é sabido, é extremamente
dificil realizar uma previsao do tempo para longo prazo, ainda que possamos isolar fato-
res que causam sua mudancga.

Lorenz (1996), assim como muitos outros, pensava que tudo o que era necessario
para realizar essa previsao era de um modelo mais abrangente. Assim sendo, escreveu
um programa baseado em doze equagdes simples, que, em linhas gerais, possibilitavam
a modelacdo dos principais fatores que influenciavam no tempo.

E descobriu algo surpreendente: pequenas mudancas ou pequenos erros em um
par de varidveis produziam efeitos tremendamente desproporcionais. Para um perio-
do de uns dois dias, elas mal faziam diferenca, mas, extrapolando-se para um més ou
mais, as mudangas produziam padrdes completamente diferentes. Lorenz chamou sua
descoberta de “Efeito Borboleta”, tirado do titulo de artigo que ele publicou em 1979:
“Previsibilidade: o bater de asas de uma borboleta no Brasil pode desencadear um tor-
nado no Texas?”.

Em outras palavras: fatores insignificantes, distantes podem eventualmente pro-
duzir resultados catastréficos imprevisiveis? Lorenz (1996) permitiu-se uma pequena hi-
pérbole porque queria dramatizar seu ponto de vista, a qual aparece na figura 1, a seguir.
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Figura 1 — Grafico de Lorenz - Demonstrativo do Efeito Borboleta
Fonte: Arte Brasilis (2011)

Virtualmente, todos os fisicos antes dos anos 1970 fixaram-se nos chamados pro-
cessos “lineares” — processos em que pequenas mudancas produziam resultados pro-
porcionalmente pequenos. Mas um grande numero de fen6menos —ndo s6 na meteoro-
logia e na fisica, como também na biologia, ecologia, economia, e assim por diante — ndo
obedeciam a leis lineares nem seguiam formulas lineares.

Processos “nao-lineares” sdao aqueles em que as equagdes envolvem taxas vari-
aveis de mudanca, e ndo taxas fixas, em que as mudangas sdao multiplicadas em vez de
adicionadas, e pequenos desvios podem ter vastos efeitos.

O proximo passo em diregao a Teoria do Caos foi dado nos anos 1970, quando
Yorke e seu amigo, o biélogo Robert May, comegcaram a examinar as propriedades da
assim chamada “equacao logistica” que, entre outras coisas, fornece um modelo simples
para o crescimento da populacdo. Essa equagdo funciona de maneira em que os resul-
tados vao sempre alimentando a equagao de modo a se obterem novos resultados. O
interessante é que, dependendo de como utilizamos certo fator, os resultados podem se
tornar altamente previsiveis ou altamente cadticos.

Para Lorenz (1996, p. 18, grifo do autor): “E apropriado chamar um sistema fisico
real de caodtico quando se elimina de sua representagao em um modelo, essa aleatorie-
dade inerente a qualquer fendmeno - e ndo aquele especificamente - e, ainda assim, o
sistema pareg¢a agir aleatoriamente”.

3 Geometria Fractal

A irregularidade é, paradoxalmente, regular. Essa € uma das principais caracte-
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risticas dos Fractais: a autossemelhanga. Vé-se isso sempre que se corta um pedacgo de
brdcolis e se percebe que esse pedaco é semelhante a verdura inteira. Vejam-se outros
Fractais e note-se a autossemelhanca.

Nos exemplos de fractais, apresentados na Figura 2, o retangulo branco significa
a ampliacdo apresentada na imagem posterior.

j
Figura 2 — Exemplos de Fractais
Fonte: Teoria do Caos (2011)

A Geometria Fractal é considerada a geometria da Teoria do Caos. Benoit Man-
delbrot (Gleick, 1990), o criador da Teoria dos Fractais, insiste e mostra que é a Geome-
tria Fractal, e ndo a geometria classica euclidiana, a que realmente reflete a geometria
dos objetos do mundo real.

A palavra fractal vem do latim fractus, que quer dizer fragmentado, fracionado. E
aideia de que a parte esta no todo e o todo esta na parte. Fractais sdo objetos e estrutu-
ras de dimensao espacial fracionaria, com a propriedade de autossimilaridade.

224 | Faculdades Integradas de Taquara - Faccat



Conforme Corréa (2007), essa geometria, nada convencional, tem raizes remon-
tando ao século XIX e algumas indicacdes nesse sentido vém de muito antes, na Grécia
Homérica, india, China, entre outros. Porém, somente ha poucos anos vem se consoli-
dando com o desenvolvimento dos computadores e com o auxilio de novas teorias nas
areas da Fisica, da Biologia, da Astronomia e da Matematica.

Diferentes defini¢des de Fractais surgiram com o aprimoramento de sua teoria.
Uma definicdo mais simples é esta: Fractais sdo objetos gerados pela repeticdo de um
mesmo processo recursivo, apresentando autossemelhanga e complexidade infinita.

A imagem da Curva de Koch é um exemplo geométrico da construcao de um frac-
tal. Um mesmo procedimento é aplicado diversas vezes sobre um objeto simples, ge-
rando uma imagem complexa. Cada pedaco da linha foi dividido em 4 pedacos menores
idénticos ao pedago original, cada um sendo 3 vezes menor que o tamanho original.
Assim, usando um novo conceito de dimensao, os matematicos calcularam a dimensao
fractal desse objeto como sendo:

log(n.copias) log(4)
log(escala)  log(3)

1,26185

Na figura 3, esta representa a Curva de Koch.

r A Curva de Koch k)

Por e

6.
A 4

Figura 3 — Fractal “A curva de Koch”
Fonte: Janelas... (2011)

Conforme Barbosa (2005), as principais caracteristicas dos Fractais sdo: extensdo
infinita dos limites; permeabilidade dos limites e autossimilaridade das formas e carac-
teristicas:
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Extensdo infinita dos limites Fractais: depende da unidade padrao de medida.
Devido a irregularidade dos limites, quanto mais se reduz o tamanho da unidade de me-
dida, maior serd a extensao da coisa medida. A extensao de um Fractal tende ao infinito
guando a unidade padrao de medida tende a zero.

Permeabilidade dos limites Fractais: os limites dos Fractais ndao sao rigidos, sao
permedveis. A permeabilidade dos limites permite o intercambio de dados para a ge-
racdo de informagao e conhecimento, intercambio de energia e de matéria no meio
ambiente, desde a menor escala — a do individuo dentro da organizacao — até as escalas
maiores. As tecnologias de hoje nao percorrem caminhos paralelos e distintos. Elas se
cruzam a toda hora, o que denominamos interconexdes.

Autossimilaridade dos Fractais: semelhanga nas formas e caracteristicas. Ao se
dividir o todo em partes iterativamente, as partes, por menores que sejam, apresentam
formas e caracteristicas semelhantes ao todo. A parte reflete a estrutura do todo. Diz-se,
entao, que o todo estd na parte e que a parte esta no todo. A autossimilaridade propor-
ciona um sentido de ordem a estruturas aparentemente irregulares.

Com a ideia de fractal, deixamos de ver as coisas somente quantitativamente e
passamos a vé-las também com um olhar qualitativo.

A Geometria Fractal esta intimamente ligada a Teoria do Caos. Sao as estruturas
guebradas, complexas, estranhas e belas dessa geometria que conferem uma certa or-
dem ao Caos, e esta é, muitas vezes, caracterizada como sendo a linguagem do Caos.

Nas palavras de Lorenz (1996, p. 212-213), “alguns Fractais chegam a quase ser
classificados como Caos por serem produzidos mediante regras descomplicadas, embo-
ra parecendo altamente complexas, e ndo apenas por aparentar estruturas ndo-conven-
cionais”.

A ciéncia dos Fractais apresenta estruturas geométricas de beleza infinita e gran-
de complexidade, que estao ligadas ao desenvolvimento da vida, as formas da natureza
e a propria compreensao do universo. Trata-se de uma geometria nada convencional.

Essa geometria busca padrdes organizados de comportamento dentro de um sis-
tema aparentemente aleatério.

A geometria fractal e o Caos teriam permanecido como meras curiosidades nao
fosse a descoberta do fisico Mitchell Feigenbaum, nos meados da década de 1970, de
gue muitos sistemas ndo-lineares, aparentemente nao relacionados, comportam-se de
modos claramente semelhantes. Isso sugere que deveria existir uma teoria unificada
para explicar o comportamento cadtico dos sistemas e equagdes em uma faixa ampla de
setores. E foi nesse momento que os cientistas realmente comegaram a prestar atencao
nas situagdes de Caos.

A Teoria do Caos é algo recente e ainda esta sendo lapidada e novas aplica¢cdes
estao sendo descobertas ou inventadas, artigos continuam a ser publicados, duvidas e
demonstragdes alternam-se rapidamente. Apesar disso, a Teoria do Caos lancou alguma
luz no comportamento dos sistemas quintessenciais de liquidos fluindo, os quais sao
propicios a sofrer mudangas rdpidas de um comportamento estavel para um compor-
tamento aparentemente cadtico, no modo como a agua passa de liquido fixo a liquido
em ebulicao, a medida que a temperatura é ligeiramente aumentada. A 99,5 °C, a dgua
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é apenas agua quente; a 100,5 °C, ela passa a mudar de estado, tornando-se gasosa.

Como salienta Gleick (1990), medir a dimensao fractal de uma superficie metalica
pode nos fornecer uma informacgao a respeito de sua resisténcia. A superficie da terra
tem uma dimensao fractal, da mesma forma que os vasos sanguineos em nosso corpo.
Até o cérebro humano e sua consciéncia podem ter formas Fractais.

A Geometria Fractal tem sido adotada em algumas empresas, tais como General
Electric, Esso, Estudios de Hollywood, e também em varios setores, como na Economia,
na Medicina, para, por exemplo, realizar a analise de instabilidades paramétricas de es-
truturas, entre outros.

4 Metodologia

Segundo os PCNs (BRASIL, 2000; 2002), o estudo da Geometria é um dos objeti-
vos para a Matematica. As habilidades e competéncias passam a ter novo enfoque, uma
nova abordagem, valorizando a integracao das disciplinas.

As atividades com cortes e dobraduras sao muito enriquecedoras no que se re-
fere as inUmeras possibilidades que elas oferecem nos diversos ramos da matematica.
Além de toda a exploracao geométrica que é possivel fazer, nogdes de proporcionalida-
de, fragles, fungdes e algebra sao fortemente evidenciadas nessa pratica.

Por tudo isso, apds um estudo realizado acerca do que consiste a Geometria Frac-
tal, fez-se a construcdo da atividade descrita a seguir e intitulada Construindo Cartdes
Fractais Tridimensionais, segundo o que foi sugerido por Almeida et al. (2011). Para os
autores, trata-se de uma proposta de atividade que permite introduzir a Geometria dos
Fractais meio da construcdo de cartdes Fractais em trés dimensdes, explorando as ca-
racteristicas que definem esse conjunto e a geometria euclidiana envolvida no processo
de construcao.

Os cartdes resultam de uma sequéncia de cortes (linhas cheias) e dobraduras (li-
nhas pontilhadas), tomando-se como ponto de partida a planificacdo do cartdao Degraus
Centrais (figura 4).

I Fractal Cut 1. Cenbral Quartiies : ik thae grey wrea 1o ther inside of e cover

Figura 4 — Cartao Fractal Degraus Centrais
Fonte: Almeida et al. (2011)
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Pode-se observar que o cartdo da figura 4 possui estruturas autossimilares. Com
o cartdo pronto, observa-se que as formas geométricas resultantes dos cortes e dobra-
duras sao paralelepipedos.

Percebeu-se, durante a construcao, que a cada novo corte e dobradura, obtive-
mos novos paralelepipedos. Se chamarmos de iteracao zero a primeira gerag¢ao do car-
tao, quantos paralelepipedos novos surgem a cada iteracao? Pode-se explorar a constru-
¢ao do cartdo construindo a tabela 1, mostrada abaixo.

Tabela 1: Iteragdo X Numero de Paralelepipedos Novos

Iteragdo Numero de Paralelepipedos Novos
0 1
1 2
2 4
3 8
4 16
n 2"

Fonte: Almeida et al. (2011)

Notou-se que, a cada iteracdo, o niumero de novos paralelepipedos dobra, po-
rém, em escala menor (paralelepipedos menores). Com isso, pode-se concluir que o
processo de construcao dos paralelepipedos em cada iteracao é descrito pela lei de po-
téncia 2", emquen=0, 1, 2, 3,..., € o numero de iteragdes.

A tabela 2, inserida na proxima pagina, mostra o calculo dos volumes dos para-
lelepipedos obtidos nas diferentes iteragdes, assim como o volume total. Nesse caso, a
lei de poténcia dos volumes produz equagdes de maior complexidade. Essa atividade de
generalizacao da lei dos volumes pode ser encarada como um grande desafio para os
estudantes.

Com base nos dados apresentados na tabela a seguir, € possivel chegar a for-
mula geral que informa o volume total dos paralelepipedos do cartdao em uma iteracao
qualquer. Na tabela acima, observamos que o volume total do sélido em uma iteragao
qualgquer é a soma dos termos de uma progressao geomeétrica.

A medida que o nimero de iteragdes vai aumentando, surgem novos paralelepi-
pedos, logo o volume total aumenta. Entretanto, a variacao de volume de uma iteracao
para outra é cada vez menor, pois o volume de cada novo paralelepipedo diminui. Essa
ideia poderia ser utilizada para introduzir a nogao de limite.

Nota-se também que o cartao possui autossimilaridade, ou seja, ele mantém a
mesma forma e estrutura sob uma transformacao de escala e complexidade infinita. Se
fosse possivel continuar infinitamente o processo de corte e dobradura no papel, nunca
obteriamos o “cartdo final”, uma vez que a lei que define o processo de construcao po-
dera continuar a ser aplicada infinitamente.
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Tabela 2: Volume dos Novos Paralelepipedos em cada Itera¢do e Volume Total para o Cartdo
Fractal Degraus Centrais.

Iteracdo | Volume do novo paralelepipedo Volume total
¢ P pip (soma dos volumes de todos os paralelepipedos)
a’ a’ a’
- a8 — ——
2 4 2° 2¢ s
0 at aa a
3 4 2 2 4
a a 4a
a —_ - R
2 2 4
a’aa a _a
4 2 32 2% 2° 2%
; @ ,a 4o’ &' 5a' aa &
3 4 32 16 16 2 2 4
a a a
a —-— -— —
2 2 4
a’a a & a’ 5a° 4 a’ 20a’ a’® 21a’
8 4 266 2% 2¢ 2 16 256 64 64
2
g 23 a a 28 8
2 2 4 2 2 4
3 3 33 1 n 1 3
n a _,a2a a e
oz 2 2 4 3 4 2 2 4

Fonte: Almeida et al. (2011)

4 Discussao dos Resultados

Durante o processo de construcdao dos cartdes, foi possivel discutir os seguintes
tépicos:

* as caracteristicas que definem um conjunto fractal, como a autossimilaridade e
a complexidade infinita;

* 3 generalizacdo da lei de crescimento envolvida, por meio do numero de “para-
lelepipedos” ao longo das iteragdes e dos volumes;

* a descricdao de uma sequéncia ou de série convergente a partir da lei de cresci-
mento do cartao;

® a nogao de limite de uma funcao.

Percebeu-se que os alunos compreenderam os conteudos envolvidos na constru-
¢do do cartao e realizaram a atividade com interesse e dedicagao.

Outra abordagem possivel seria a investigacdo das leis produzidas por outras re-
gras de construcao de cartdes e pela exploragao de outras grandezas, como os compri-
mentos dos cortes ou as areas das faces.

Acredita-se que a abordagem proposta aproximou os conceitos matematicos da
realidade do aprendiz, fazendo-o refletir e criar novas relacdes com a matematica, a
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partir do jogo da construgao dos cartdes Fractais. Mesmo conceitos muito distantes da
realidade, como as séries e limites, tornaram-se concretos durante essa exploracao.

5 Conclusao

O conhecimento de novas maneiras de ensinar e de aprender leva o educador a
transpor as barreiras da educacgao tradicional, ainda presente em muitas escolas. Cons-
truir um conjunto de novos conhecimentos exige pesquisa do docente, além de aceita-
¢do e adaptacdo dos alunos. A relagao entre um tema gerador, presente na sociedade,
com conteudos ja estruturados formalmente, pode agregar aspectos positivos na rede
de re-significacdo dos alunos. Segundo Bicudo (1997, p. 52):

O ser professor traz, portanto, em seu bojo, tanto a preocupacao para com o
modo de ser e de conhecer do aluno como para com o do ser e do conhecer do
corpo de conhecimentos humano, objeto do seu ensino. E preciso, assim que o
professor tenha claro para si o que essa area diz do mundo, o que revela sobre
ele, como explica o que revela, como sdo gerados seus conhecimentos, como
0s membros sdo perpetuados na tradicdo cultural da humanidade e sdo trans-
mitidos em uma cadeia sem fim de contatos humanos na qual sempre existem
centelhas de pensamento criativo e de abertura para o original.

Acredita-se que as competéncias e habilidades adquiridas e desenvolvidas pelos
alunos sao verdadeiramente concretizadas quando algum elemento pertencente a sua
realidade (social, cultural, econ6mica), conhecido ou ndo, é adaptado e discutido no am-
bito escolar. Muitas vezes, trata-se de elementos pertencentes ao cotidiano dos alunos,
porém desconhecidos por eles mesmos. A validacdao de um conceito pode revelar um
novo olhar sobre aquilo que antes era desconhecido e isso ocorre no estudo da Teoria
do Caos, proposta do presente trabalho, no qual se buscou resgatar parte da histéria
desta ciéncia com a finalidade de conhecer e interpretar com maior juizo seu conceito.
Além disso, procurou-se mostrar a possibilidade da aplicagcdao de alguns de seus métodos
e destaca-los como elemento motivador no ensino da Matematica.

Considerados como eixos norteadores Historia, Teoria do Caos e Matematica, os
temas reforcaram conjecturas atuais na busca por uma aprendizagem da Matematica.
Essas conjecturas revelam que aprender Matematica nos dias de hoje requer habilida-
des diferentes, além de somente resolver cdlculos. Exige uma relagdao mais proxima com
a lingua materna, seja na leitura, interpretacdo de enunciados e capacidade de agucar o
raciocinio légico. E possivel ensinar Matematica, desde as séries iniciais, a partir de uma
mediacdo intrinseca da Lingua Materna.

Machado (1993, p. 109) revela:

Uma das questdes mais candentes no que concerne ao ensino tanto da Mate-
matica como da Lingua Materna é a legitimidade ou a conveniéncia da utiliza-
¢do de um sistema de signos de um modo predominantemente técnico, opera-
cional, restrito a regras sintaticas, em contraposicdo a um uso que privilegie o
significado dos elementos envolvidos, portanto sua dimensdo semantica.
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O esforgo concentrou-se em proporcionar a compreensao do comportamento
dos sistemas ditos cadticos e sua linguagem fractal. Por esse motivo, foram propostas
atividades didaticas para introduzir a ciéncia da Teoria do Caos na sala de aula. Somente
as sugestdes de atividades ndo serviriam de forma suficiente. Os Fractais, a geometria
das formas irregulares e dos sistemas cadticos sdo uma maneira de se ver e refletir sobre
o paradoxo de complexidade-simplicidade da natureza. Arvores e rios, nuvens e costas
podem ser descritos pela geometria fractal. Em um nivel, a complexidade do fractal é
uma curiosa ilusao, porque, embora os detalhes da figura possam ser infinitos, ela cres-
ceu de modo simples.

As atividades sugeridas para os alunos foram realizadas de forma tranquila, e os
resultados foram muito satisfatérios.

Apds inumeras pesquisas referentes Teoria do Caos, percebe-se que o campo de
estudo é vasto e apenas esta comegando a ser explorado aqui no Brasil. A oportunidade
esta em vincular a disciplina de Matematica a essa ciéncia e proporcionar novos campos
de pesquisa.

Sendo assim, a finalidade do presente trabalho foi concentrar a tomada de co-
nhecimento da Teoria do Caos, além de promover a aplicacdo parcial de seus conceitos
nas aulas de Matematica e proporcionar uma forma diferente de aprender Matematica,
mais contextualizada, Iudica, atual e transdisciplinar.

O ensino tem por objetivo ser provedor de aprendizagem, ele deve langar-se a
busca das verdades, do resgate dos valores, do entendimento de realidades. Deve di-
recionar seus olhares ao mundo do possivel, ser democratico, conceitual e motivador.
Nao pode ser formal, separar o homem do mundo em que vive. De acordo com Morin
(2000, p. 16):

Devemos, pois, pensar o problema do ensino, considerando, por um lado, os
efeitos cada vez mais graves da compartimentacao dos saberes e da incapaci-
dade de articula-los, uns aos outros; por outro lado, considerando que a ap-
tiddo para contextualizar e integrar é uma qualidade fundamental da mente
humana, que precisa ser desenvolvida, e ndo atrofiada.

As propostas de estudo referentes a Teoria do Caos devem ser planejadas pelo
docente, valorizando o aspecto histdrico. E interessante que se reforcem os contetdos
matematicos, pois os alunos podem apresentar dificuldade na aplicacao; a caracteristica
de cada atividade pode variar de classe para classe. De qualquer forma, as interpretacdes
dos alunos sao particulares, e a rede de significados pode variar de ambiente escolar.

Acredita-se que as competéncias e habilidades adquiridas e desenvolvidas pelos
alunos foram verdadeiramente concretizadas, o que torna realmente valido todo o traba-
Iho desenvolvido.
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